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Teorfa: Funciones varias variable 



Objetivos 
1. 



3. 

Contenidos 
1. 
2. 
3. 
4. 



Comprension del concepto de lfmite, continuidad y diferenciabilidad de una 
funcion de dos variables. 

Conocimiento del concepto de derivada parcial de una funcion de dos 
variables y comprension de su interpretation geometrica. 

Destreza en el calculo de derivadas y diferenciales. 



Derivadas direccionales. Derivadas parciales. 
Diferencial. Regla de la cadena y derivation implfcita. 
Gradiente. Piano tangente. 
Extremos de funciones de varias variables. 



Ejemplos de funciones de varias variables 



Dados dos mimeros cualesquiera x e y, su media aritmetica es el numero 



comprendido entre ambos es decir f[x,\ 



x + y 



. En general si se tienen n 



mimeros su media aritmetica es: f(x v x 2 ,...,x ) = — + ^ 2 + — + Xfl 

n 

Dados dos mimeros posit ivos x e y, su media geometrica es el numero 
comprendido entre ambos es decir = yfxy . En general si se tienen n 

mimeros su media geometrica es: /( 

Un sistema de fiabilidad (o bien en circuitos electricos) funciona (la corriente 
pasa) si hay algiin camino activado para ir des el principio (A) hasta el final 
(B) del sistema (circuito). Asi pues, en una estructura en serie como esta: 



<> — 



La funcion de varias variables que describe el sistema es: f(x v x 2 ,x 3 ,x 4 



donde el componente i funciona si a;. = ly no lo hace si x- = 0 . De este modo, el 
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sistema funciona si los cuatro component es lo hacen es decir, 
1 . En caso de que alguno de los componentes no funcione x i 



X-t Xc\ Xn %A 



SI 

0 



la corriente no pasa de A a B. 




Un sistema paralelo como por ejemplo: 

Se puede describir mediante la funcion de varias variables: 

f(x v x 2 ,x s .x 4 .x b ) = 1 - (l - ^)(l - x 2 )(l - x 3 )(l - x 4 ) 

• Un sistema estereo hi-fi tiene los cinco componentes que presentamos a 
continuation: (1) amplificador, (2) sintonizador de FM, (3) sintetizador de 
onda media, (4) altavoz A y (5) altavoz B. Se considera que el sistema 
funciona si podemos obtener sonido por medio de la FM o bien mediante la 
onda media. La funcion que modeliza este sistema es: 

f(x 1 ,x 2 ,x r x 4 .x b ) = x 1 [l-(l-x 2 )(l-x 3 )][l-(l-x 4 )(l-x b )] 

Esta es una representation esquematica del sistema 




Funciones de dos variables 



Una funcion real de dos variables, / , no es mas que una correspondencia que 
asigna a cada pareja [x : y^j de mimeros reales otro mimero real unico f^x.y^. 
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Se define el dominio de la funcion / como el conjunto de pares reales en los 
que la funcion esta definida. El rango es el conjunto de mimeros reales dado 
por 

lmf = {zeR/(x,y)eD} 

Ejemplos: 

Consideremos las siguientes funciones y determinemos su dominio: 

1) h(x,y) = ^2x - 3y + 4 

Es el semiplano inferior determinado por la recta 2oc-3y+4=0 
incluyendo los puntos de la recta 

2) f{x,y) = log(4x + y - 5) 

Se trata del semiplano superior determinado por la recta 
4x+y-5=0 sin incluir los puntos de la recta 

3) g(x,y,z)= i 1 

^2x - 3y + 4z - 6 

Se trata de la region del espacio determinada por el piano 
2aj-3y+4z=6 que queda del otro lado del origen sin incluir los 
puntos del piano. 

4) K(x,y,z) = \og[l-x 2 -y 2 ) 

Consta del interior de la circunferencia x+y=l sin incluir la 
frontera. 

5) T(x,y,z) = jx 2 +y 2 -4 

Son todos los puntos del piano externos a la circunferencia tf+y=4. 

6) Q(x,y,z) = log (4 - x 2 - y 2 - z 2 ) 
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Es el interior de la esfera con centro en el origen y radio 4 sin 
incluir los puntos de la esfera. 



La grafica de una funcion de dos variables z = f(x,y^J es la representation en el 
espacio R 3 de todas las combinaciones posibles de valores (x, y, z) siendo z la 
imagen de (x, y) por la funcion f. 




Como no es sencillo representar una funcion de dos variables, ya que su grafica es 
una superficie en R, pueden usarse conjuntos bidimensionales para obtener 
information tridimensional a traves de los conceptos de trazas y de curvas de nivel. 



Dada una superficie S en R ! y un piano P cualquiera, la traza de S determinada por 
P se define como la curva obtenida de SnP. 



Las trazas mas utilizadas ademas de las curvas de nivel para el analisis de 
una superficie son los pianos coordenados oc=Q y y=0 6 pianos paralelos a 
ellos x—c y y—c. 



Curvas de nivel 

i 1 

! Para una funcion de dos variables, z = f(x,y} , la curva de nivel para z = k es el ! 

i conjunto de todos los pares de valores (x, y) tales que su imagen es el valor k . i 
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Grafico de la superficie 




-2 -2 



Lineas de contorno 




-2 -2 



Ejemplo: Observa las curvas de nivel de f(x,y ) ) = xy — en las figuras siguientes. 

x 2 + y 2 
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Superficies de nivel 



Para el caso de funciones de tres variables, como ya lo comentamos, es imposible 
hacer su grafica por lo que siguiendo la idea anterior buscamos obtener information 
de un conjunto de dimension cuatro a partir de conjuntos tridimensionales, las 
superficies de nivel, que son una generalization de las curvas de nivel por lo que 
podemos dar la siguiente definition: 

Dada la funcion w=f(x,y,z), sus superficies de nivel se definen como los conjuntos 

S={(x,y,z)/ f(x,y,z)=c} 



Observa que los conjuntos definidos son superficies y al igual que para las curvas de 
nivel, una funcion de tres variables tiene un numero infinito de superficies de nivel 
por lo que en la practica (otra vez) solo se toman algunas que sean representativas. 



Asi como las curvas de nivel sirven para sefialar los puntos con la misma altitud, 
misma presion, etc., las superficies de nivel tambien tienen aplicaciones fisicas. 

Por ejemplo, si V(x,y,z) representa el voltaje (o potential) de un campo electrico en 
el punto (x,y,z), entonces las superficies de nivel V(x,y,z)=c se dicen superficies 
equipotenciales y representan a todos los puntos en el espacio con el mismo 
potential. 



Por otra parte, cualquier grafica de una funcion z=f(x,y), es una superficie de nivel, 
basta considerar g(x,y,z)=z-f(x,y) y entonces la superficie de nivel g(x,y,z)=0 es la 
grafica de z=f(x,y). Es por esto que a las graficas de este tipo de funciones o de las 
ecuaciones de tres variables se les llama superficies. 
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Para trazar una superficie de nivel se usan sus trazas con pianos de la forma cc=c, 
y=c y z=c. 

Las superficies de nivel mas importantes son las llamadas superficies cuadraticas y 

es muy conveniente que las repases en cualquier libro de Geometna Analitica o de 
Calculo. Dichas superficies son elipsoides, conos elfpticos, paraboloides elfpticos, 
paraboloides hiperbolicos, hiperboloides de uno y dos mantos, cilindros (o sabanas) 
elfpticos, parabolicos e hiperbolicos. 
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Teorfa: Funciones varias variable 



Derivada direccional 



Definicion (Direction).- Una direction en M 2 es cualquier vector de norma 1. 



Su u es una direccion en el piano entonces se puede expresar como u = (cos ip, setup} 
siendo <fi el angulo que forma el vector con el eje positivo de las X. 



Definicion (Derivada direccional en un punto): Sea f una funcion de dos variables y 
u una direccion. Se define la derivada direccional de f en el punto x o (a,b) en la 
direccion de u como el valor del siguiente limit e en el caso de que exista: 



fix 0 +tu\-f[x 0 
lim-L? 1 = D fix ) = fix 



z= f(x,y) 




(zL) = tgoc 
1 9; (a,b) y 



En el caso de que u = ( cos 0, j la derivada direccional se puede expresar 
como: 



f(a + tcos&b + tsencj)) - f(a,b) , — \ , ,— 

hm — = D tlx = r [x 



1 


4 


_ _ 
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INTERPRETACION GEOMETRICA: es la pendiente de la recta tangente a 
la curva intersection de la superficie con el piano vertical que contiene a la 
direction dada. 



Derivada parcial 



Las derivadas parciales son derivadas direccionales segiin las direcciones ^ = (l,0) y 
e 2 = (0,l) representan la razon de cambio de una funcion f con respecto a una de sus 
variables independientes manteniendo constantes las demas. Este proceso es conocido 
con el nombre de derivation parcial. 



Definicion (Derivadas parciales).- Si z = f(x,y^J es una funcion de dos variables se 
define la derivada parcial de /en el punto (a, b) 



con respecto a x como 



x V ' Az->0 



/(q + Ax,b)-f(a,b) 
Ax 



con respecto a y como 



lim 



f(a,b + Ay)-f(a,b) 
Ay 



siempre que los lfmites anteriores existan. 



INTERPRETACION GEOMETRICA de las derivadas parciales.- Las 
derivadas parciales no son mas que derivadas de una funcion de una variable: 
la funcion cuya grafica se obtiene como intersection de la superficie con los 
pianos verticales x = a , y = b en los casos de derivada parcial en la 
direction de y y en la direction de x , respectivamente. 
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z = f(x,y) 






dz 






.ay. 


= tgp 

(a,b) 



z= f(x,y) 



Interpretation de la derivada Parcial respecto a x y respecto a y 

NOTACION: Para hacer referenda a la derivada parcial de la funcion z = f(x,y^j 
respecto a la variable x e y se suelen utilizar las siguientes notaciones: 



1 


6 
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DERIVADA DIRECCIONAL 



z = x 1 + y 2 Punto: P(l,l) 



1 1 
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IMPORTANTE: 

• Una funcion de dos variables puede ser continua en un punto y no ser 
derivable parcialmente en el. 

• La existencia de derivadas parciales para las funciones de varias variables no 
implica la continuidad de la funcion en el punto. 



DERIVADAS PARCIALES de segundo orden: 



d 


dx 


_ d 2 z 


dx 


K dx 


~ dx 2 


d_ 


dx 


d 2 z 


dy , 


dx J 


dxdy 


d 


dz 


" d 2 z 


dy 




~ Oy 2 


d 


dx 


d 2 z 


dx 


dy y 


dydx 



= \ {x,y) = f xx {x,y) = lim 

xx lAx^U 



z x (x + Ax,y)-z x (x,y) 



z [x,y 



> X >V) 



fyy{x,y) 



fvx{ x >V) 



lim 



lim 



lim 



) Ax 




z x (x,y + Ay) 


-z x (x,y) 


o Ay 




z' y (x,y + Ay)- 


-Zy{x,V) 


) Ay 




z (x + Ax,y) 


-z y {x,y) 



Ax 



TEOREMA DE SCHWARZ.- Sea z = f(x,y) es una funcion de dos variables. Si se 
verifica que existen f->f x ->f y ->f X y->f yx Y ademas f xy es continua en una region 
abierta D entonces se cumple que en dicha region se da la igualdad de las 
derivadas cruzadas de segundo orden. 



Funciones diferenciables. Diferencial de una funcion de dos variables 



Definition (Diferenciable y diferencial).- Sea z = f(x,y) una funcion definida y 
acotada en un dominio D al cual pertenece x o = (a, 6) y que tiene derivadas parciales 
en dicho punto. Se dice que es diferenciable en x o si el incremento total: 

Az = f(a + Ax,b + Ay)-f(a,b) 



1 


8 
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correspondiente a los incrementos arbitrarios de Ax e Ay se puede expresar como 



Az = ^{*,b)Ax + g(a,6) Ay + e(Ax,Ay^(Axf +(Ayf 



cumpliendo que: 



lim e(Ax,Ay) 0 

(Az,Ay)-(0,0) V J 



A la parte lineal en Axe Ay se le llama diferencial de z = f(x,y} en x 0 = (a,b) y se 
le denota, 



. dz . 9^ . 

az = — ax H ay • 

9x <9?/ 



TEOREMA (Condicion necesaria de diferenciabilidad).- Si la funcion z = f[x,y^j es 

diferenciable en el punto (a, b) entonces es continua en (a,b). 



TEOREMA.- Si la funcion z = f(x,y) y una o las dos derivadas parciales primeras 
son continuas en un entorno del punto (a, 6) entonces la funcion es 
diferenciable en dicho punto. 



Piano tangente. Aproximacion de la funcion por la diferencial 



Sea S una superficie de ecuacion z=f(x,y) diferenciable en (a,b) se puede 
calcular el piano tangente a la superficie en el punto P(a, b, f(a,b)) como el 
piano que pasa por P y sus vectores directores son los directores de las rectas: 



x = a + t 
y = b 

z = f(a,b) 



dx 



a,b) - 1 



x = a 
y = b + t 



fUb) 



df 
dy 



a,byt 
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l,oAa,&) 
ox 



0,1, 



9 A 

dy 



a,b) 



Por lo tanto un vector normal al piano tangente es: 

i j k 



i o ^-Ub' 

dx y ' 
0 1 ^-{a^ 



^(a,b)i + ^(a,b)j--k 
ox oy 



La ecuacion del piano tangente es entonces: 



x,y,z) - (a,6,/(a,&)), 



£( a>6 )( a ._ a ) + ^( a , 6 )( tf _ 6 )_( 2! _ / ( a , 6 )) = 0 



Si f es diferenciable 

Az = f[a + Ax,b + Ay) - f(a,b) 



^l(a,b)Ax + ^(a,b)Ay 
8x { ' dy { ' 



para [Ax, Ay) -> (0,0) 
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Relation entre la diferenciabilidad y la derivada direccional 



TEOREMA: Si una funcion es diferenciable existe la derivada direccional en 
cualquier direction. 



TEOREMA.- Si z = f(x,y) es una funcion diferenciable en (a, 6) entonces la 
derivada direccional de f en la direction del vector unitario u = (cos0,sen0) es 
D uf{ a ' b ) = f x {a,b)cos(j) + f y {a,b)sen(j) 



Gradiente 



Definition.- Si z = f(x,y) es una funcion de dos variables se define el gradiente de 
/en el punto x o = (a, 6) como el vector: 
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Vf(a,b) = f x (a,b)l + f y (a,b)\ 



PROPIEDADES DEL GRADIENTE: Sea f una funcion diferenciable en el punto 
(a, b). Se cumplen las siguientes propiedades: 

(a) Si el gradiente de f en (a, 6) es el vector nulo entonces la derivada direccional 
de f en cualquier direction es cero. 

(b) La direction de maximo crecimiento de f viene dada por V/(z,y). El valor 
maximo de la derivada direccional es || V/(z,y)| . 

(c) La direction de mmimo crecimiento de f viene dada por — V/ El valor 
mmimo de la derivada direccional es — ||V/(z,y)| . 

(d) El vector gradiente es normal a las curvas de nivel. 
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L 
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-2.5^ 
-2.5 



-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 



Curvas de nivel de la superficie z = x 1 + y 1 



2.5 
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Regla de la cadena 



REGLA DE LA CADENA.- Sea z = f(x,y} una funcion definida en un dominio D 
siendo cada una de las variables xe y una funcion de la variable t 

x = 0(f), y = tl>[t), t o <t<\ 



© 



Si en el punto t existen las derivadas 

dt v ; dt w 
y para cada una de las variables x = 0(f), y = ip(t) la funcion z = f[x,y^j es 

diferenciable entonces se tiene: 



dz dz dx dz dy 
dt dx dt dy dt 



DERIVACION COMPUESTA 


DE DOS 


VARIABLES. 


- Sea z = f(x,y) una 


funcion definida en un dominio 


D siendo 


cada una de 


las variables xe y una 


funcion de dos variables u y v 








x = 


4>(u,v), y = 


= ij){u,v) 
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Si en el punto (u,v^J existen las derivadas parciales continuas 

dx dx dy dy 
du ' dv ' du dv 

y en el punto (x,y) la funcion es diferenciable entonces se tiene: 



dz _ dz dx dz dy 
du dx du dy dv 



Derivacion implfcita 



TEOREMA FUNCION IMPLICITA: Sea la ecuacion F(x,y) = 0. Dicha ecuacion 
define en un entorno del punto P(a,&) a la variable y como funcion implfcita de x, 
es decir, y = /(#) si: 

■ El punto (a, 6) pertenece a la curva de ecuacion F(x,y} = 0 

■ Las derivadas parciales F^x.y) y F^x.y) son funciones continuas en un 
entorno del punto (a, 6) 

■ Fi(x,y)*0 



NOTA: En el caso de que se cumplan los dos primeros puntos y el tercero se 
sustituya por F^x^y^^O entonces es la x la que se define como funcion 
implfcita de y , es decir, x = h(y) . 



2 


4 


1 


1 
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0 . 75 
0.5 


: / \ 

/ ' 






■ X \ 

£_ ■ — C i I i i i i i 


-1 -ji-r-5 




■\ 0.5 i 








( 


S -0.£5. 

/ 

-0^5 




\ 


/ 






^ -0.75 











En trazo continuo: 



En trazo discontinue: 



(x 2 + y 2 f = x 2 -y 2 



(x 2 +y 2 f = 2xy 



TEOREMA.- Si la ecuacion F(x,y} = 0 define a ycomo funcion derivable de 
x entonces: 

dx Fy[x,y) yK 



Demostracion: Basta derivar F(x,y) = 0 respecto a x aplicando la regla de la 
cadena: 

F +F^ = 0 

x y dx 



TEOREMA FUNCION IMPLICITA: Sea la ecuacion F(x,y,z) = 0. Dicha ecuacion 
define en un entorno del punto P(a,6,c) a la variable z como funcion 
implfcita de x e y es decir, z = f(x : y^J si: 

■ El punto (a,6,c) pertenece a la superficie de ecuacion F(x,y,z^j = 0 

■ Las derivadas parciales F^x,y,z^ F^x,y,z) y F' z [x,y,z) son funciones 
continuas en un entorno del punto (a,6,c) 

■ F'(a,b,c)*0 
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TEOREMA.- Si la ecuacion F(x,y,z) 
de x e y entonces: 

Qz F x (x,y,z) 



dx F(x,y,z) 



, Fjx,y,z) * 0 



0 define a z como funcion diferenciable 



dz F(x,y,z) 



dy F(x,y,z) 



F z (x,y,z) ^ 0 




Superficie implicit a de ecuacion: Jxy - Jyz - -Jzx - y = 1 
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Superficies implicit as: Piano tangente: Sea S una superficie de ecuacion 
F^x.y.z) = C y sea Po un punto de S donde F es diferenciable. La ecuacion del 
piano tangente a S en P 0 (x 0 ,y 0 ,z 0 ) es: 

F X { X o^o^o){ X ~ X o) ^ F X { X o^o^o){y ~ Vo) ^ F z{ X o^o^o){ Z ~ Z o) = 0 

y las ecuaciones parametricas de la recta normal a S en P 0 (x 0 ,y 0 ,z 0 ) son 



X = X o + F X \ X o^o^o)' t 
y = Vo + Fy^oiVo^o)' 1 

z = z o +F z (x o ,y o ,z o )-t 



siempre y cuando no sean simultaneamente cero todas las derivadas parciales en el 
punto. 



Formula de Taylor 



En este apartado generalizamos la formula de Taylor vista para funciones de una 
variable. Como es sabido si y = /(#) es una funcion de una variable con derivadas 
de cualquier orden en un entorno del punto x = a , la formula de Taylor en este 
punto viene dada por: 
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/(*) = /(«) + f'(a)(x -a) + f -^-(x - af + ... + ^(x - af + R n 



donde R n es un infinitesimo de orden superior a (a; - a) n , es decir, 



lim — ^ = 0 



Utilizando la expresion del resto de Lagrange se tiene que 



R n 7 -\t( x - a ) 



siendo c un punto intermedio entre a y x . 

La generalization de la formula anterior para una funcion de dos variables, 
z = que admite derivadas parciales de cualquier orden en un entorno de 

(a, 6) viene dada por: 



f(x,y) = f(a,b) + f x (a,b)(x-a) + f y (a,b)(y-b) + 



donde es un infinitesimo verificando: 

lim 3l 

{*>y)A**)\[ x -a,y-b)\ 

Haciendo 



= 0 



x = a + Ax o x — a = Ax 
y = b + A?/ <^ y — b = Ay 



1 Con objeto de no complicar la notation se ha considerado unicamente la formula de Taylor 
de orden 2 pudiendo generalizarse facilmente a cualquier orden. 
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la expresion de la formula de Taylor es: 



j(a + Ax,b + Ay) = f(a,b) + f x {a,b)Ax + f (a,b)Ay + 



1 

2! 



L{^){Ax) + f yy (a,b){Ay) + 2f xy {a,b) AxAy 



Esta expresion puede escribirse de la manera siguiente: 



x = (a + Ax,b + Ay) 
x 0 = (a,b) 

/R = /(?) + (v/&,s- 



donde 



Hf K = 



d 2 f 



d Xx 
{dx~dy~( X °l V" 



dydx 



fxx ( X o J fxy ( X o 
4r X o 4/ X o 



se llama matriz hessiana. El termino entre corchetes se le denomina diferencial 
segunda y escribiendo dx = Ax : dy = Ay se tendra: 

d "f = L{ a > b ) dx2 + f yy {a,b)dy 2 +2f xy ( ai b)dxdy = 



(dx dy) 



4M) 4M) 



fib 



Definicion de extremos. Puntos criticos 



Definicion (Extremos absolutos).- Sea z = f(x,y) una funcion definida en una region 
D y sea (a,b) e D se dice que 

(a) /(a, 6) es un valor maximo absoluto de /en D si 

f(a,b)>f(x,y) V{x,y)eD 

(b) /(a, 6) es un valor mmimo absoluto de /en D si 

/(a,6) < V(x,y)eD 
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Se considera la superficie 
S definida a traves de la 
funcion z=f(x,y) en el 
dominio D 



Maximo 




Existe un entorno 
de P donde la 
funcion toma 
va lores menores 
que en P 



Definicion (Extremos relativos).- Sea z = f(x,y} una funcion definida en una region 
D y sea (a, 6) e D se dice que 

(a) /(a, 6) es un valor maximo relativo de /en D si existe un entorno B (a, 6) tal 
que 

f(a,b)>f(x,y) V{x,y)eB 

(b) /(a, 6) es un valor mmimo relativo de /en D si existe un entorno B (a, 6) 
tal que 



f[a,b)<f(x,y) V(x,y)eB 



Se considera la superficie 
S definida a traves de la 
funcion z=f(x,y) en el 
dominio D 



Maximo 




Consideremos ahora 
otro dominio 



Existe un entorno 
de P donde la 
funcion toma 
va lores menores 
que en P 



(P, f(P)) ES 
UN MAXIMO 
RELATIVO 
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TEOREMA DE WEIERSTRASS.- Si z = f(x,y) una funcion continua en un 
subconjunto de D de R 2 acotado y que contiene a su frontera entonces la funcion / 
tiene maximo y mmimo en D . 



Definicion (Punto critico).- Sea z = f(x,y} una funcion definida en una region D y 
sea (a,b)eD se dice que es un punto critico si se cumple una de las afirmaciones 
siguientes: 

(1) (a, 6) esta situado en el contorno de D. A estos puntos se les llama puntos 
frontera. 



Sea S la superficie 
definida por 
z=f(x r y) en el 
dominio D 

1. Los puntos 
frontera pueden 
ser extremos 

relativos de f en D 



(2) f x (a,&) = f = 0 , es decir, V/(a,&) = 0. A estos puntos se les llama 



Jy 

estacionarios. 



Sea S la superficie 
definida por 
z=f(x,y) en el 
dominio D 

2. Los puntos con 
tangente horizontal 
son puntos 

extremos de f en D 
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Teorfa: Funciones varias variable 



(3) no existe f x (a,b) 6 f (a,b) . A estos puntos se les llama singular es. 



1 



Sea S la superficie 
definida por 
z=f(x,y) en el 
dominio D 

3. Los puntos 
donde no existe 
piano tangente 
tambien pueden 
ser extremos 

relativos de f en D 



TEOREMA.- Si /(a, 6) es un extremo relative* de /en una region abierta de D 
entonces el punto (a, b) es un punto cntico de /. 



Condicion necesaria para la existencia de extremo de funciones diferenciables 



TEOREMA.- Sea z = f(x,y^j una funcion diferenciable en D. Es condicion necesaria 
para la existencia de un extremo relativo de fen (a, 6) e D que se verifique 

fA a ' b ) = fy{ a ' b ) = ° 



3 




1 


1 
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IMPORT ANTE.- Es condition necesaria pero no suficiente. Basta tomar como 
ejemplo la funcion f[x : y^j = y 2 — x 2 que cumple que (0,0) es un punto estacionario y 
sin embargo no es extremo relativo (ni maximo ni mmimo). 



En efecto, se cumple 

f x (x,y) = -2x - £(0,0) = 0 
f y {x,y) = 2y - 4(0,0) = 0 
y sin embargo el punto (0,0) no es ni maximo ni mmimo. 

/(0,0) = 0 f(x,0) = -x 2 < 0 f(0,y) = y 2 > 0 

Luego en todo entorno del punto (0, 0) existen puntos (x, y) cumpliendo 
/(z,2/)>/(0,0) y puntos (x, y) cumpliendo < /(0,0) . La siguiente imagen 

muestra la grafica de la funcion 
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Calculo de los extremos relativos de una funcion de dos variables z=f(x,y) 



Teniendo en cuenta la formula de Taylor 



f(a + Ax,b + Ay) = f(a,b) + f x {a,b)Ax + f (a,b)Ay 



1 

2! 



L{^){Ax) +f yy (a,b)(Ay) + 2f xy (a,b) AxAy 

si (a, b) es un punto cumpliendo f x (a,b) = f (a,b) = 0 se tendra que: 
f(a + Ax,b + Ay)-f(a,b) = 



1 

2! 



L{^){Ax) +f m (a,b)(Ay) + 2/^ (a,b) AxAy 

Considerando Ax e Ax suficientemente pequenos se cumple que: 

signo(f(a + Ax,b + Ay} - f(a,b)) = 



*2 



signo 



fxx { a >b)(Axf + fyy { a >b)(Ayf + 2f (a,b)AxAy 



y como 



V = L + fyy [ a ' h W + 2 4, {<hb)dxdy 

= l^dx dy} 



dx 
dy 



■ ■ 
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se trata de determinar el signo de la diferencial segunda o equivalentemente si la 
matriz hessiana es definida positiva o negativa 

Metodo practico: Los pasos a seguir son: 

(1) Calculo de los puntos crfticos como solution del sistema 



fz{ x >y) 

f y {z,y) 



(b) Si (a, b) es un punto crftico el estudio del hessiano 



H 



fxx( a ' b ) fxy(^ h ) 



nos permitira concluir: 



H < 0 



(a,b) 


>0 =► ( 


(a,b) 


<0 ( 



a, 6 ) mdximo relativo 
(a,&) punto de sil 




Calculo de los extremos relativos de una funcion de n variables 



Los pasos a seguir son: 

(1) Calculo de los puntos crfticos como solution del sistema 



Profesora: Elena Alvarez Saiz 



Teona: Funciones varias variable 



u 



Ingenieria de Telecomunicacion 
Fundamentos Matematicos I 



4 { X V X 2->'-"> X n) ~ ® 
4 { X V X 2i~'i X n) = ® 



4 ( X l ' X 2 ' • ' • -> X n ) — ^ 

(2) Si (a, a,..., a) es un punto cntico construimos 





fxx fxx • 


X l X n 




4*i fxj 2 • 


X 2 X n 




fx x x fx x 2 • 


■• / 



si d 2 / es definida positiva el punto (a, a,..., a) es un mmimo 
relativo 

si d 2 f es definida negativa entonces el punto (a, a,..., a) es 
un maximo relativo 

si d 2 f no es definida ni semidefinida en el punto de 
coordenadas (a , a , . . . ,a ) no hay punto extremo. 
si d 2 f es semidefinida no puede afirmarse nada y hay que 
recurrir a la definition. 



Sea A 



partir de la matriz A 



"In 



J '2n 



se definen las submatrices siguientes obtenidas a 



A 



A 



h ) > A 



J "2n 



Llamamos A n = det(^) y estudiamos el signo de estos determinantes: 
[A v A 2 , A 3 ,..., A n ] , entonces: 
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[+,+,+,+,...,+] MINIMO RELATIVO 
[+, - ,+, -,...] MAXIMO RELATIVO 



Extremos condicionados 



Hasta este momento se han calculado los extremos locales de funciones cuyas 
variables no estan ligadas por ninguna condition. Sin embargo, muchos 
problemas de optimization presentan restricciones o condiciones que debe 
verificar la solution. 



Un extremo (maximo o mmimo) de la funcion f(x,y} cuando (x,y) esta sobre una 
curva del piano contenida en el dominio de / , cuya ecuacion es g ( x, y ) = 0 , se dice 
que es un extremo condicionado a la condition o restriction g(x,y} = 0 . 

Por ejemplo: 




Punto maximo re lath 




Restriction en el piano XY. g(::.y ) = 0 
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El metodo de Lagrange 2 permite hallar analfticamente los puntos extremos 
condicionados de una funcion suave, es decir, con derivadas parciales continuas. 



Sea F(x,y) la funcion objetivo. Supongamos que (x,y) estan condicionadas 
por la ecuacion g(x,y) = K. Las funciones F y g son suaves. 



TEOREMA (Metodo de Lagrange para funciones de dos variables y una condition) .- 

Sean / y g dos funciones con derivadas parciales continuas tal que f tiene un 
maximo o mmimo sujeto a la restriction dada por g(x,y^j = 0 entonces dicho 
extremo se producira en uno de los puntos cnticos de la funcion F dada por 
F(x,y,\) = f(x,y) + \g(x,y) 



Al numero X (lambda) se le llama "multiplicador de Lagrange". 

EscalaZ -^J Superficie iSI [v] 



El gradiente de f(x,y) en Q es: (-6.01,0.02) 
El gradiente de G(x,y) en Q es: (6.01,0.02) 












1Q ( 3 , 0 ) % ! 








Piano z=0 X 




Punto Q: Q.x = -^j 3. 00 Q.y = -±|o.OO 
f ( 3 , 0 )= 21 

Curva de nivel f(x,y) = k con k= -^35.18 
Restriccion x A 2+y A 2=r A 2 con r= -^3.00 



30-x A 2+y A 2 



OBSERVACION.- Segun este teorema, los extremos libres de Fcoinciden con los 
extremos condicionados de / . 



El metodo lo realizo uno de los matematicos mas grandes del siglo XVIII, Joseph Lagrange, 
cuando tenia 19 ahos. 
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Para analizar si el punto crrtico (a,6,A 0 ) obtenido del sistema 



F y=° 



f x +*9 x =0 

f y +Xg y =o 



es maximo o mmimo se analiza el signo de la diferencial segunda de F en el 
punto (a, b) 



signo d 2 F = signo ^dx 2 + F yy dy 2 + 2F xy dxdy) 



a,b) 



estando ligadas dx y dy por la condition: 



g x dx + g y dy = 0 



Nota: Si detectas algun error o errata ponte en contacto con la profesora para su 
correction. 
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